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 ℚ上の 次のガロア表現に関する Langlands 予想［1］とは，「ℚ上 次のガロア表現の 𝐿関数は𝐺𝐿(2)のある保型表現に対応する」というものであった。この問題は極めて困難で
あったが，［4］（証明の修正はこの論文にある）において， 次のガロア表現は奇または偶
に応じて，不定符号または定符号の四元数体上の𝐺𝐿(2, ℤ/𝑚ℤ)の表現となることがわかる
ことにより問題解決の方針が明確となった。 
 そこで，［2］で述べられた四元数体係数の行列環上のゼータ関数の定義の仕方で，我々
の証明したい特別なゼータ関数を定義した。［2］で証明された関数等式の証明の鍵となる
のは，四元数体係数の行列環に関するテータ関数の変換公式である。しかし，この論文で
は，対応する変形されたテータ関数の変換公式は用いず，Dirichletの𝐿関数の関数等式を用
いて，保型形式に対応する関数等式を証明する。 
 第 章では，［4］の定理の証明の修正と Langlands予想について述べる。第 章では，ℚ
上奇な 次ガロア表現を明確にし，いくつかの関数等式を証明する。結果としてある保型
形式との関係がわかる。第 章では，ℚ上の定符号四元数体を具体的に構成する。第 章
は，ℚ上偶な 次ガロア表現の𝐿関数に対応するマースカスプ形式を構成する。 

ℚ
 𝐾をℚ上 次のガロア拡大体で，𝐾/ℚのガロア表現𝜌は奇（det 𝜌 (複素共役) = −1）とする。
このとき，𝜌は不定符号四元数体に自然に作用する。したがって，𝐵が不定符号四元数体で
あれば，𝐵𝐾 = 𝐵 ⊗ℚ 𝐾を考えることができる。𝐾/ℚの判別式を𝐷とする。𝐵 = (𝑁,−𝑞ℚ )を［3］

で定義した不定符号四元数体とすると，次の Kronecker-Weberの定理の類似が成り立つ。
 定理 1.1 𝐵 = (𝑁,−𝑞ℚ )とし，(𝑁𝑞, 𝐷) = 1とする。そのとき，𝐾で決まる自然数𝑚に対して， 
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𝑁 ≡ −1(mod 𝑚)となる𝑁をとると，𝐵𝐾は𝐵𝑚に含まれる。 

証明 𝐾はℚ上 次表現をもつガロア拡大体なので，𝐾/ℚのガロア群𝐺は𝐺𝐿(2, ℤ)の有限な
部分群と のベキ根からなるアーベル群によって構成される群と同型である。したがって，
𝐺は(ℤ 𝑢ℤ⁄ )∗(𝑢 ∈ ℤ)からなる有限部分群と(1 𝑥0 1)(𝑥 ∈ ℤ 𝑣ℤ⁄ )からなる有限部分群および
のベキ根からなるアーベル群によって構成される群𝐺0および( 0 1−1 0)で生成される有限
部分群からなる部分群となる。𝐺0はアーベル群だから，Kronecker-Weberの定理より，適当
な自然数𝑚に対して，ℚに の𝑚乗根を添加したガロア拡大体𝐾0に対するガロア群 

𝐺𝑎𝑙(𝐾0/ℚ)は𝐺0を含む。今度は，(𝑁𝑞, 𝐷) = 1, 𝑁 ≡ −1(mod 𝑚)を満たす𝑁, 𝑞に対して，不定
符号四元数体𝐵 = (𝑁,−𝑞ℚ )を考えると，𝐵の𝑚等分体𝐵𝑚に対するガロア群𝐺𝑎𝑙(𝐵𝑚/𝐵)は
𝐺𝐿2(ℤ 𝑚ℤ⁄ )に同型だから，𝐺𝑎𝑙(𝐵𝑚/𝐵)は𝐺0と( 0 1−1 0)を含む。つまり，𝐺𝑎𝑙(𝐵𝑚/𝐵)は𝐺を含
むことになる。したがって，𝐵𝐾は𝐵𝑚に含まれる。 (q.e.d.) 

 ここで，ℚ上 次表現に関する Langlands予想［1］について述べる。 
Langlands予想 𝜌を𝐾/ℚの 次のガロア表現であるとすると， 

（1.1） 
𝐿(𝑠, 𝜌) = ∏ det (1 − 𝑝−𝑠

𝑝:素数
𝜌(Frob𝑝))−1 

は適当な上半平面上の保型形式と対応する。 
 ここで，Frob𝑝は𝑝のみで決まる𝐺𝑎𝑙(𝐾/ℚ)の元である。 

ℚ 𝐿
 この章では，（1.1）の𝐿関数についてℚ上 次の奇なガロア表現の場合を考える。定理
で述べたように，𝐾/ℚのガロア表現𝜌は𝐵𝐾/𝐵上の 次元表現とみなすことができ，𝐺𝐿2(ℤ 𝑚ℤ⁄ )の元とみなすことができる。また，Langlands 予想にあるFrob𝑝を𝜎𝑝とおくと，
素数𝑝に対して，ガロア群の元𝜎𝑝は𝑆𝐿2(ℤ 𝑚ℤ⁄ )の元𝐴𝑝によって以下のような三角行列を考
えることができる。 

（2.1） 𝜎𝑝 = 𝐴𝑝 (𝑎𝑝 ∗0 𝑑𝑝) 

 ここで，𝑎𝑝, 𝑑𝑝は𝜎𝑝の固有値であり，mod 𝑚で決まるℤの元である。同様に，素数𝑞 ∈𝐺𝐿2(ℤ 𝑚ℤ⁄ )に対しても𝜎𝑞を考えると， 

（2.2） 𝜎𝑞 = 𝐴𝑞 (𝑎𝑞 ∗0 𝑑𝑞) 

を考えることができる。𝑝(∈ ℤ) → 𝜎𝑝は準同型写像であるので， 𝑝𝑞 → 𝜎𝑝𝜎𝑞なる対応が存在し， 
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（2.3） 𝜎𝑝𝜎𝑞 = 𝐴𝑝 (𝑎𝑝 ∗0 𝑑𝑝) 𝐴𝑞 (𝑎𝑞 ∗0 𝑑𝑞) 

          = 𝐴𝑝 (𝑎𝑝 ∗0 𝑑𝑝) (𝑎𝑞 ∗0 𝑑𝑞) 𝐴𝑞′ 
 = 𝐴𝑝 (𝑎𝑝𝑎𝑞 ∗0 𝑑𝑝𝑑𝑞) 𝐴𝑞′ 
 = 𝐴𝑝𝐴𝑞″(𝑎𝑝𝑎𝑞 ∗0 𝑑𝑝𝑑𝑞) 
となる。ここで，𝐴𝑝, 𝐴𝑞, 𝐴𝑞′, 𝐴𝑞″は𝑆𝐿2(ℤ 𝑚ℤ⁄ )の元である。また，ゆえに，𝑛(∈ ℤ×) →𝑎𝑛, 𝑛(∈ ℤ×) → 𝑑𝑛は，いずれもℤ×から(ℤ 𝑚ℤ⁄ )∗への準同型写像であることがわかる。 
 そこで，𝐺𝐿2(ℤ 𝑚ℤ⁄ )の表現として，上の対応から，𝑛(𝑛 ∈ ℤ×) → 𝜒1 (𝑛), 𝑛(𝑛 ∈ ℤ×) →𝜒2 (𝑛)を考えることができる。この写像は次の性質をもつ。 𝜒𝑖: ℤ× → 𝐺𝑚(𝑖 = 1,2)は 

（2.4） 𝜒𝑖(𝑛) → {𝜒𝑖(𝑛)(𝑛 mod 𝑚) (𝑛, 𝑚) = 10                           (𝑛, 𝑚) ≠ 1 

となる。ここで，𝐺𝑚は の𝑚乗根からなる群である。 
注意．（2.4）の𝜒𝑖(𝑛)は，具体的には𝜒𝑖(𝑛) = 𝜍𝑏となる。ここで，𝜍は の原始𝑚乗根で，𝑏 ∈{1,2, … , m − 1}である。定理 1.1の𝑚を最小なものとしてとったとき，その𝑚を導手という
ことにする。そのとき，（2.4）の𝑚1, 𝑚2を𝜒1, 𝜒2の導手とすると，(𝑚1, 𝑚2) = 1, 𝑚1𝑚2 = 𝑚で
あることがわかる。 

 上のℤ×から𝐺𝑚への準同型写像𝜒𝑖(𝑖 = 1,2)を用いて，Dirichlet の𝐿関数を次のように定義
する。 

（2.5） 
𝐿(𝑠, 𝜒𝑖) = ∏  (1 −

𝑝:素数
𝜒𝑖(𝑝)𝑝−𝑠)−1 

 （2.5）で定義された原始的な𝐿関数は，次の性質をもつ。 
（ⅰ）𝜒𝑖(𝑛)の値は のベキ根の積であるので，（6.4）の𝐿関数は|Re(𝑠)| > 1の範囲で絶対収
束する。 
（ⅱ）（2.5）の𝐿関数は全平面に有理型関数解析接続される。 
（ⅲ）（2.5）の𝐿関数は次の関数等式をみたす。 
 𝜒𝑖の導手をm𝑖とし， 

（2.6） (𝜒𝑖, 𝑠) = (𝑚𝑖𝜋 )𝑠2 Γ(𝑠)𝐿(𝜒𝑖, 𝑠) 
とすると， 

（2.7） (𝜒𝑖, 𝑠) = W(𝜒𝑖) (𝜒𝑖−1, 𝑠) 
をみたす。ここで，𝑊(𝜒𝑖) = 𝜏(𝜒𝑖)√𝑚𝑖であり，𝜏(𝜒𝑖) = ∑ 𝜒𝑖(𝑣)𝑒2𝜋𝑣𝑖/𝑚𝑖

𝑚𝑖−1
𝑣=0 である。                          

 次に，𝐾/ℚの奇なガロア表現𝜌は，定理 1.1にあるように不定符号四元数体𝐵上の 次表
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現として考えることができるので，𝐴 = 𝑀2(𝐵)とすると，ガロア表現𝜌は𝐴の可逆な元全体
に含まれる。そこで，［2］の理論が適用できることとなる。四元数体のゼータ関数を考える。 
（ⅰ）素数𝑝がmの約数でない場合 𝐹𝑝をℚ𝑝上四元数体または𝑀2(ℚ𝑝)とし，𝐴𝑝 = 𝑀2(𝐹𝑝)とする。また，𝐺𝑝を𝐴𝑝の可逆な元とす
る。さらに，𝐷𝑝を𝐴𝑝の整なる元全体とする。今，𝜓𝑝を(𝑝𝑑1 ∗0 𝑝𝑑2)からなる集合からℂ∗への
準同型写像であるとする。すなわち，𝜌1′, 𝜌2′を0でない複素数であるとして， 

（2.8） 𝜓𝑝 = ((𝑝𝑑1 ∗0 𝑝𝑑2)) = 𝜌1′𝑑1𝜌2′𝑑2  

であるとする。そのとき，𝜓𝑝から決まる𝐺𝑝上の帯球関数𝜔𝑝が存在し，局所ゼータ関数𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝)ように定義する。 

（2.9） 𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝) = ∫ 𝑉𝑝
𝐼(𝐺𝑃 )

(𝑥)𝑠𝜔𝑝(𝑥−1)𝑑𝑥 
 ここで，𝐼(𝐺𝑝) = 𝐺𝑝 ∩ 𝐷𝑝であり，𝑉𝑝(𝑥)は𝑥に応じて決まる𝑝のべき乗である。 

 𝜌𝑖 = 𝜌𝑖 ′−1𝜌2−𝑖(𝑖 = 1,2)とおくと， 

（2.10） 𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝) = (1 − 𝜌1𝑝−2𝑠)−1(1 − 𝜌2𝑝−2𝑠)−1 

となることがわかっている。 
（ⅱ）素数𝑝が𝑚1の約数である場合 

（ⅰ）の議論で，準同型写像の部分を次のようにする。(𝑝𝑑1 ∗0 𝑝𝑑2)なる元全体は𝐺𝑝の部分
群であるが，それを𝐻𝑝とする。𝐻𝑝に含まれる部分群として，(1 ∗0 𝑝𝑑2)なる元全体を𝐻𝑝,1と
する。𝐻𝑝,1は𝐻𝑝の部分群であるが，𝜓𝑝,1を 

（2.11） 𝜓𝑝,1 = ((1 ∗0 𝑝𝑑2)) = 𝜌2 ′𝑑2  

で，𝐻𝑝 − 𝐻𝑝,1においては0であるとする。この𝜓𝑝,1は 次表現であると考えてよいので， 

（2.12） 𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝,1) = (1 − 𝜌2𝑝−2𝑠)−1 

となる。 
（ⅲ）素数𝑝が𝑚2の約数である場合 

（ⅱ）と同様な議論によって，𝐻𝑝に含まれる部分群として，(𝑝𝑑1 ∗0 1)なる元全体を𝐻𝑝,2と
する。𝐻𝑝,2は𝐻𝑝の部分群であるが，𝜓𝑝,2を 

（2.13） 𝜓𝑝,1 = ((𝑝𝑑1 ∗0 1)) = 𝜌1 ′𝑑1 

とすると， 
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（2.14） 𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝,2) = (1 − 𝜌1𝑝−2𝑠)−1 

となる。 
（ⅳ）無限素点の場合 

𝐴∞ = 𝑀2(ℝ)となるので，直行群と(𝑡1 𝑡30 𝑡2)なる三角行列の積を考えればよいので， 

𝜓∞ (𝑡1 00 𝑡2) = 𝑡1 𝜆1𝑡2 𝜆2 

なる準同型写像を𝜓∞とし， 

（2.15） 𝜂(𝑠, 𝜔∞) = ∫ (𝑡1𝑡2)2𝑠exp [−𝜋(𝑡1 2 + 𝑡2 2 + 𝑡3 2)]𝑡1 −2𝑡2 −1∞
0 𝜋𝑑𝑡1𝜋𝑑𝑡2𝜋𝑑𝑡3

とおき，𝜆1 = 0, 𝜆2 = 1とすると， 

（2.16） 𝜂(𝑠, 𝜔∞) = 𝑐 ⋅ (2𝜋)−2𝑠Γ(𝑠)Γ(𝑠＋1) 
となる。ここで，𝑐は適当な定数である。さらに，導手𝑚や有限素点との関係を考慮すると， 

（2.17） 𝜂0(𝑠, 𝜔∞) = 𝑐 ⋅ 𝑚𝑠2𝜋−𝑠Γ(𝑠/2)2 

 局所的な𝐿関数から，大局的な関数𝐼(𝑠, 𝜔∞)を次のように定義できる。 

（2.18） 𝐼(𝑠, 𝜔) = 𝜂0(𝑠, 𝜔∞) ∏ 𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝)𝑝  

 （2.18）で定義された関数𝐼(𝑠, 𝜔)の関数等式は，通常修正されたテータ関数を用いて証明
されるが，ここでは全く別の方法で証明する。関数𝐼(𝑠, 𝜔)に対して，次の定理が成り立つ。 

定理 2.1 （2.18）で定義された関数𝐼(𝑠, 𝜔)に対して，𝐼(𝑠, 𝜔)は次の関数等式をみたす。 

𝐼(𝑠, 𝜔) = 𝑊 (𝜒1)𝑊 (𝜒2)𝐼(1 − 𝑠, 𝜔−1) 
 Dirichletの𝐿関数の類似の𝐿関数について上で述べたことから，次の補題が成り立つ。 

補題 2.1 （2.5）で定義された𝐿関数に対して，Λ(𝜒𝑖, 𝑠) = (𝑚𝑖𝜋 )𝑠2Γ(𝑠 ∕ 2)Γ(𝜒𝑖, 𝑠)は，関数等式 

（2.19） Λ(𝜒𝑖, 𝑠) = 𝑊 (𝜒𝑖)Λ(𝜒𝑖−1, 𝑠)  

定理 2.1の証明 

𝐼(𝑠, 𝜔) = 𝜂(𝑠, 𝜔∞) ∏ 𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝) = 𝑐 ⋅ 𝑚𝑠2𝜋−𝑠𝛤 (𝑠 2⁄ )2 ∏ 𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝)𝑝𝑝 であり，                                   
𝜌1 ′ = 𝜒1−1 1𝑝 , 𝜌2 ′ = 𝜒2−1とおくことにより，∏ 𝜍𝑝(s, 𝜔𝑝)𝑝 = L(𝑠, 𝜒1)L(𝑠, 𝜒2)となり，𝑚 = 𝑚1𝑚2 

であるので，補題 2.1を用いると， 
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（2.20） (√𝑚𝜋 )𝑠 Γ(𝑠 ∕ 2)Γ(𝑠 ∕ 2)𝐿(𝑠, 𝜒1)𝐿(𝑠, 𝜒2) 
= (√𝑚𝜋 )

1−𝑠 Γ(1 − 𝑠 ∕ 2)Γ(1 − 𝑠 ∕ 2)𝑊 (𝜒1)𝑊 (𝜒2)𝐿(1 − 𝑠, 𝜒1−1)𝐿(1 − 𝑠, 𝜒2−1) 
 また，ガンマ関数Γ(𝑠)の公式 

（2.21） Γ(2𝑠) = 22𝑠−1/2
(2π)1/2 Γ(𝑠)Γ(𝑠 + 12) 

を用いると， 
（2.22） 

(√𝑚2𝜋 )
𝑠 Γ(𝑠)𝐿(𝑠, 𝜒1)𝐿(𝑠, 𝜒2) = 𝑊 (𝜒1)𝑊 (𝜒2) (√𝑚2𝜋 )

1−𝑠 Γ(1 − 𝑠)𝐿(1 − 𝑠, 𝜒1−1)𝐿(1 − 𝑠, 𝜒2−1) 
となることが証明できる。 (q.e.d.) 
 
定理 2.1の系 （1.1）で定義された𝐿(𝑠, 𝜌) = ∏  det (1 −

𝑝:素数
𝑝−𝑠𝑝(Frob𝑝))−1に対して，      

(√𝑚2𝜋 )
𝑠 Γ(𝑠)𝐿(𝑠, 𝜌) = 𝜏(𝜒1)𝜏(𝜒2)

√𝑚 (√𝑚2𝜋 )
1−𝑠 Γ(1 − 𝑠)𝐿(1 − 𝑠, 𝜌−1) 

が成り立つ。 

証明 𝐿(𝑠, 𝜌) = ∏ 𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝), 𝑊(𝜒𝑖) = 𝜏(𝜒𝑖)
√𝑚𝑖 , 𝑚𝑝 = 𝑚1𝑚2 であるので，定理 2.1より，定理 2.1 

の系は証明された。 (q.e.d.) 

 保型形式との対応を見るために，𝜑を導手𝑚𝜑が𝑚と互いに素な任意の原始的な Dirichlet
指標を考える。𝐿(𝑠, 𝜌)はRe(𝑠)が適当な定数よりも大きければ絶対収束することがわかって
いるが，その Dirichlet級数を 

（2.23） 𝐿(𝑠, 𝜌) = 𝐿(𝑠, 𝜒1)𝐿(𝑠, 𝜒2) = ∑ 𝑎𝑛𝑛𝑠
∞

𝑛=1  

であるとする。すぐにわかるように，適当な実数𝜎に対して，𝑎𝑛 = 𝑂(𝑛𝜎)である。そこで，
（2.23）の Dirichlet 級数に対して，上半平面𝐻上で広義一様収束する次のような関数𝑓𝜌(𝑧)(𝑧 ∈ 𝐻)が定義できる。 

（2.24） 𝑓𝜌(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛𝑒2𝜋𝑖𝑧   ∞
𝑛=1 (𝑧 ∈ 𝐻) 

 今，𝐿(𝑠, 𝜌) = 𝐿(𝑠, 𝑓𝜌)と置き換えて， 

（2.25） Λ(𝑠, 𝑓𝜌) = 2 ( 2𝜋√𝑚)−𝑠 Γ(𝑠)𝐿(𝑠, 𝑓𝜌) 
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とおく。また，任意の Dirichlet指標𝜑に対して， 

（2.26） 𝐿(𝑠, 𝑓𝜌, 𝜑) = ∑ 𝜑(𝑛)𝑎𝑛𝑛𝑠
∞

𝑛=1  
とおく。もちろんこの級数𝐿(𝑠, 𝑓𝜌, 𝜑)は𝐿(𝑠, 𝑓𝜌)と同じ領域で絶対収束する。𝐿(𝑠, 𝑓𝜌, 𝜑)に対
して， 

（2.27） Λ(𝑠, 𝑓𝜌, 𝜑) = ( 2𝜋√𝑚)−𝑠 Γ(𝑠)𝐿(, 𝑓𝜌, 𝜑) 
とおく。さらに，上半平面𝐻上で広義一様収束する次のような関数𝑔𝜌(𝑧)(𝑧 ∈ 𝐻)を定義する。 
（2.28） 𝑔𝜌(z) = 𝑖−1 𝜏(𝜒1)𝜏(𝜒2)

√𝑚 ∑ 𝑎𝑛𝑒2𝜋𝑖𝑧∞
𝑛=1   (𝑧 ∈ 𝐻) 

とおく。そのとき，定理 2.2より，次の命題が成り立つ。 

命題 2.1 Λ(𝑠, 𝑓𝜌)は全平面上正則で任意の垂直な帯領域で誘拐な関数に解析接続され， 

Λ(𝑠, 𝑓𝜌) = 𝑖Λ(1 − 𝑠, 𝑔𝜌) 
をみたす。 
 また，次の定理が成り立つ。 
定理 2.2 Λ(𝑠, 𝑓𝜌, 𝜑)は全平面上正則で任意の垂直な帯領域で誘拐な関数に解析接続され， 

Λ(𝑠, 𝑓𝜌, 𝜑) = 𝑖 𝜏(𝜑)𝜏(�̅�) Λ(1 − 𝑠, 𝑔𝜌, �̅�) 
をみたす。 
証明 関数等式以外はすでによくわかっているので，関数等式の部分を証明する。𝜒1, 𝜒2の
導手𝑚1, 𝑚2と Dirichlet指標𝜑の導手𝑚𝜑は互いに素であるので， 𝜏(𝜑𝜒1) = 𝜏(𝜑)𝜏(𝜑𝜒1), 𝜏(𝜑𝜒2) = 𝜏(𝜑)𝜏(𝜒2)であり，𝜏(𝜑)𝜏(𝜑) = 𝑚𝜑  2である。したがって， 

𝜏(𝜑)2
𝑚𝜑  2

= 𝜏(𝜑)2 ⋅ 𝜏(𝜑)𝑚𝜑  2 ⋅ 𝜏(𝜑) = 𝜏(𝜑)𝜏(𝜑) 
となるので，定理 2.2は成り立つ。 (q.e.d.) 

定理 2.3 ℚ上 次の奇なガロア表現𝜌から定義されるゼータ関数は，重さ の𝑆𝐿(2, ℤ)に
対するカスプ形式に対応する。 
証明 命題 2.1 と命題 2.2 にヴェイユの逆定理を適用することによって，（2.24）の関数は
重さ の𝑆𝐿(2, ℤ)に対するカスプ形式になる。 (q.e.d.) 

 ここでは，有理数体上定符号四元数体𝐵 = (𝛼,𝛽ℚ )を構成するが，それは［3］で構成した

15

ℚ 上２次ガロア表現に関する Langlands予想について



─　　─

 
 

有理数体上不定符号四元数体を修正したものを構成する。そこで，𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑟を相異なる
偶数個の素数とする。𝑁 = −𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑟とおき，平方剰余記号(∙∙)に対して， 

（3.1） (−𝑞𝑝𝑖 ) = −1，（𝑁を割る2でないすべての素数𝑝𝑖に対して），−𝜀𝑞 ≡ 5(mod 8) 
となるように，素数𝑞を適当に選ぶ。このような素数はディリクレの素数定理により存在す
ることが知られている。すると，ヒルベルト記号(∙,∙)𝑝，（𝑝は素数）に対して， 

(𝑁, −𝑞)𝑝𝑖 = (−𝑞𝑝𝑖 ) = −1, (𝑖 = 1,2, … , 𝑟), (𝑝𝑖 ≠ 2) 
（3.2） (𝑁, −𝜀𝑞)2 = (−1)(−𝜀𝑞)2−18  + (𝑁−1)(−𝜀𝑞−1)4 = −1, (2|𝑁), 

(𝑁, −𝜀𝑞)2 = (−1)(𝑁−1)(−𝜀𝑞−1)4 = −1, (2|𝑁), 
(𝑁, −𝜀𝑞)𝑝 = 1, (𝑝|2𝑁𝑞), (𝑁, −𝑞)∞ = −1, (𝑁, −𝑞)𝑞 = −1 

となる。ここで，最後の(𝑁, −𝑞)𝑞 = −1はヒルベルトの積公式∏(𝑁, −𝑞)𝑞 = 1,𝑝 （𝑝 はすべ 

ての素数を動く）による。 

 （3.1）より(−𝑞𝑁 ) = −1となることと，(𝑁, −𝑞)∞ = 1より，(𝑁,−𝑞ℚ )は定符号四元数体であ
ることがわかる。また，上のことから(𝑁,−𝑞ℚ )の判別式は𝑁𝑞である。 

ℚ 𝐿
 章ではℚ上 次の奇なガロア表現に対応する保型形式を構成したが，［2］では定符号
四元数体のゼータ関数についても述べられているので，［2］のゼータ関数を使ってℚ上２
次の偶なガロア表現に対応するマース形式を構成する。 
 まず，ℚ上 次の偶なガロア表現𝜌を，第 章で述べたことと対比して，定符号四元数体
上の表現としてとらえる。𝐾をℚ上 次のガロア拡大体で，𝐾/ℚのガロア表現𝜌は偶 
（det 𝜌(複素共役) = 1）とする。このとき，𝜌は定符号四元数体に自然に作用する。したがっ
て，𝐵が定符号四元数体であれば，𝐵𝐾 = 𝐵 ⊗ℚ 𝐾を考えることができる。𝐾/ℚの判別式を
𝐷とする。𝐵 = (𝑁,−𝑞ℚ )を第 章で定義した定符号四元数体とすると，定理 1.1と全く同じ

証明によって，次の Kronecker-Weberの定理の類似が成り立つ。 
 
定理 4.1  𝐵 = (𝑁,−𝑞ℚ )とし，(𝑁𝑞, 𝐷) = 1とする。そのとき，𝐾で決まる自然数𝑚に対して， 
𝑁 ≡ −1(mod 𝑚)となる𝑁をとると，𝐵𝐾は𝐵𝑚に含まれる。 
 
 𝐾/ℚの偶なガロア表現𝜌は，定理 4.1にあるように定符号四元数体𝐵上の 次表現として
考えることができるので，𝐴 = 𝑀2(𝐵)とすると，ガロア表現𝜌は𝐴の可逆な元全体に含まれ
る。これで第 章と同じ議論が展開できる。違うのは，無限素点のみであるので，無限素
点が四元数体であることを考慮しながら四元数体のゼータ関数を構成する。 
 無限素点での𝐴∞は四元数体係数の2 × 2行列となる。［2］によると，対称ユニタリー群と
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(𝑡1 00 𝑡2)なる群の積を考えればよいので， 

𝜓∞ ((𝑡1 00 𝑡2)) = 𝑡12𝜆1𝑡22𝜆2 

なる準同型写像を𝜓∞とすると， 

（4.1 𝜂(𝑠, 𝜔∞) = 𝑐 ⋅ (2𝜋)−8𝑠+∑ 𝜆𝑖 ′Γ(4𝑠 + 𝜆1)Γ(4𝑠 + 𝜆2) 
となる。ここで，𝑐は適当な定数であり，𝜆1 = −𝜆1 ′ − 2 + 2𝑖である。𝜆1 = 𝜀 + 𝑟2 , 𝜆2 = 𝜀 − 𝑟2と
して，導手𝑚や有限素点との関係を考慮すると， 

（4.2） 𝜂0(𝑠, 𝜔∞) = 𝑐 ⋅ 𝑚𝑠(𝜋)−𝑠Γ(𝑠 + 𝜀 + 𝑟 ∕ 2)Γ(𝑠 + 𝜀 − 𝑟 ∕ 2) 
 ここで，𝑟は任意の実数であり，𝜀 = 0,1である。 
 有限素点の部分は，第 章の場合と同様に， 

（4.3） ∏ 𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝) =𝑝 𝐿(𝑠, 𝜒1)𝐿(𝑠, 𝜒2) 
となるようにする。 
 
 局所的な𝐿関数から，大局的な関数𝐼(𝑠, 𝜔)を次のように定義できる。 

（4.4） 𝐼(𝑠, 𝜔) = 𝜂0(𝑠, 𝜔∞) ∏ 𝜍𝑝(𝑠, 𝜔𝑝)𝑝  

関数𝐼(𝑠, 𝜔)は次のようになる。 

（4.5） 𝐼(𝑠, 𝜔) = 𝑐 ⋅ 𝑚𝑠(𝜋)−𝑠Γ(𝑠 + 𝑟 ∕ 2)Γ(𝑠 − 𝑟 ∕ 2)𝐿(𝑠, 𝜒1)𝐿(𝑠, 𝜒2) 
 ここで，次の𝐾ベッセル関数を定義する。 

（4.6） 𝐾𝑠(𝑦) = 12 ∫ 𝑒∞
0

−𝑦 𝑡+𝑡−1−12 𝑡𝑠 𝑑𝑡𝑡  
 𝐾ベッセル関数を使った次のフーリエ級数を考える。 

（4.7） 𝑢(𝑧) = ∑ 𝑎(𝑛)√𝑦𝑛∈ −{0} 𝐾𝑖𝑟(2𝜋𝑛𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑥 
 以上の準備より，次の定理を得る。 
 
定理 4.1 ℚ上 次の偶なガロア表現𝜌から定義されるゼータ関数は，𝑆𝐿(2, ℤ)に対するマ
ースカスプ形式𝑢(𝑧)に対応する。 
証明 第 章と同様な議論とマースの逆定理により，定理 4.1を得る。 

  この論文では，ℚ上 次のガロア表現の𝐿関数に対応する保型形式との関係を述べたが，
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次以上のガロア表現の𝐿関数に対応する保型形式では，保型形式の逆定理が存在しない
ので，全く別なアプローチを考察すべきである。 

［1］R. P, Langlands: Problems in the theory of automorphic forms, Springer Lecture Notes in Math. 
170 (1970) 18–61 

［2］T. tamagawa: On the 𝜁 -Functions of a Division Algebra. Anaals of Math. 77 (1963) 387–405 
［3］吉本明宣：「有理数体上の四元数体のガロア拡大」『社会とマネジメント』12（2015），椙
山女学園大学現代マネジメント学部，67–76 

［4］吉本明宣：「ℚ上ランク２ガロア拡大体に関する Kronecker-Weberの定理の類似について」
『社会とマネジメンﾄ』18（2021），椙山女学園大学現代マネジメント学部，111–118 
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